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1. Милан ЂУРИЋ: Статика конструкциjа

1 Техничке теориjе у механици конструкциjа

1. Теориjа првог реда –– примењуjе се при прорачуну конструкциjа код коjих
су померања и деформациjе мале величине (масивне конструкциjе)

2. Теориjа другог реда—- примењуjе се при прорачуну конструкциjа, код ко-
jих су мале величине померања (витке конструкциjе)

• Линеаризована теориjа другог реда

3. Теориjа трећег реда— теориjа коначних деформациjа –– примењуjе се кад
се тражи одговор конструкциjе на деjство оптерећења већег од критичног
оптерећења P ≥ Pcr, одређеног по теориjи другог реда.

1.1 Основни поjмови и уведене претпоставке

• Раван штап — jе штап код кога jедна од главних оса инерциjе попречног
пресека штапа лежи заjедно са осом штапа у jедноj равни, односно равни
штапа.

• Равна деформациjа штапа –– померање тачака штапа су у равни коjе су па-
ралелне равни штапа.

• Конзервативно оптерећење —- оптерећење чиjи рад при деформациjи не за-
виси од путање нападних тачака сила, већ само од почетног и краjњег поло-
жаjа тих тачака.

• „мртво оптерећење“ —- конзервативно оптерећење коjе при деформациjи не
мења ни правац ни интензитет, па се може сматрати да jе оптерећење задато
по jединици недеформисаног штапа.

• Физичка линеарност проблема — везе између напона и деформациjа су ли-
неарне, односно важи Хуков закон (σ = Eε)

• Линеарна расподела температуре —- температура се линеарно мења по ви-
сини пресека, да би деформациjа услед температуре била афина са дефор-
мациjом услед оптерећења.

• Мале деформациjе (геометриjска линеарност проблема) –– деформациjе су
мале величине, па се могу занемарити квадрати и виши степени као и њихо-
ви изводи и производи деформациjских величина. Последица претпоставке
jе да су везе између померања и деформациjа линеарне.
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• Мала померања (статичка линеарност проблема) –– померања нападних та-
чака сила у условима равнотеже су мале величине, па се могу занемарити
квадрати и виши степени померања. Последица претпоставке jе да се услови
равнотеже могу поставити на недеформисаном штапу.

• Линеаризована теориjа другог реда —- производ статичке и деформациjске
величине по теориjи другог реда jеднак производу истих непознатих, где jе
статички непозната одређена по теориjи првог реда: S · v ≈ S0 · v

• Штап прав пре деформациjе ds = dx, dy = 0, α = 0

• Занемаруjе се утицаj трансверзалних сила на деформациjу (ϕT = 0), тако да
jе девета j–на техничке теориjе изостављена.

Табела 1: Преглед теориjа и основних претпоставки

Теориjа Претпоставка
А Б Ц Д

трећег реда — коначне деформациjе +
другог реда + +

другог реда — линеаризована + + +
првог реда + + +

Где jе:

• А — претпоставка о линеарно — еластичном понашању материjала

• Б — претпоставка о малим деформациjама

• Ц — претпоставка о малим померањима

• Д — претпоставка линеаризациjе теориjе другог реда

1.2 Основне jедначине техничке теориjе

Систем се састоjи од 3 групе jедначина:

• веза између померања и деформациjа (1,2,3)

• jедначина равнотеже елемента штапа (4,5,6)

• веза између деформациjских величина, температурних промена и сила у
пресеку (7,8,9)

1.3 Теориjа другог реда

Посматрамо промену положаjа правог штапа (осе штапа) у равни услед деjства
спољашњег конзервативног оптерећења и тражимо везу између компоненти по-
мерања и деформациjских величина, сл. 2 .
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dx + du = (1 + ε)dx cos(ϕ + dϕ)

dv = (1 + ε)dx sin(ϕ + dϕ)

пошто имамо деформациjу као збир два угла, у општем случаjу функциjе збира
и разлике су:

sin(α + β) = cos
(π

2
− (α + β)

)
= cos

((π

2
− α

)
− β

)
=

= cos
(π

2
− α

)
cos β + sin

(π

2
− α

)
= sin α cos β + cos α sin β

У општем случаjу тригонометриjских функциjа jедначине збира односно ра-
злике углова у равни су:

sin(α ± β) = sin α cos β ± cos α sin β

cos(α ± β) = cos α cos β ∓ sin α sin β

tan(α ± β) =
tan α ± tan β

1 ∓ tan α tan β

cot(α ± β) =
cot α cot β ∓ 1
cot β ± cot α

tan 2α =
2 tan α

1 − tan2 α

tan 3α =
3 tan α − tan3 α

1 − 3 tan2 α

Ако jе уведена предпоставка о малим деформациjама штапа, тада jе

ε � 1, ϕ � 1 → cos ϕ ≈ 1, sin ϕ ≈ ϕ, ε · ϕ = 0

онда jе

cos(ϕ + dϕ) = cos ϕ − dϕ sin ϕ

sin(ϕ + dϕ) = sin ϕ + dϕ cos ϕ

У анализи како да се представи jедна функциjа у околини дате тачке по избору
користе се Теjлорови редови. Овде jе у питању функциjа (ϕ). Теjлоров полином
функциje ϕ = f (x) са бесконачно много извода за jедну дату тачку (a) дефинисан
jе на следећи начин:

Tn(x) = f (a) +
f ′(a)

1!
(x − a) +

f ′′(a)
2!

(x − a)2 + . . . +
f (n)(a)

n!
(x − a)n

Tn(x) =
n

∑
k=0

f k(a)
k!

(x − a)k

Пошто се при таквоj апроксимациjи функциjе полиномом прави одређена гре-
шка, толика колики jе део за коjи се разликуjе стварна функциjа и Теjлоров поли-
ном. Ту грешку називамо Теjлоровим остатком полинома Ra

n(x) и он износи:

Ra
n(x) =

1
n!

∫ x

a
(x − t)n f (n+1)(t)dt
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Тако се свака функциjа може представити као збир одговараjућег Теjлоровог
полинома за тачку (a) коjу смо сами изабрали и грешке коjу смо направили том
апроксимациjом:

f (x) = Tn(x) + Rn(x)

За (a = 0) добиjамо следеће редове:

sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ ... =

∞

∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n + 1)!

cos x = 1 − x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ ... =

∞

∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!

Ови редови могу се употребити и за дефинисање тригонометриjских функциjа
комплексног броjа (z), и хиперболичких функциjа имаjући у виду jеднакости:

tg x =
sin x
cos x

ctg x =
cos x
sin x

sec x =
1

cos x
cosec x =

1
sin x

Теjлоров ред следећих функциjа jе:

tg x = x +
1
3

x3 +
2
15

x5 +
17
315

x7 +
62

2835
x9 + · · · =

∞

∑
n=1

22n(22n − 1)|B2n|
(2n)!

x2n−1

за свако (x) у интервалу
(−π

2 < x < π
2

)

ctg x =
1
x
− x

3
− x3

45
− 2x5

945
− x7

4725
− · · · = 1

x
+

∞

∑
n=1

(−1)n22n|B2n|
(2n)!

x2n−1

за свако (x) у интервалу (−π < x < π) , при чему jе B2n 2n по реду Бернулиjев
броj.

sec x = 1 +
1
2

x2 +
5
24

x4 +
61
720

x6 +
277
8064

x8 + · · · = 1 +
∞

∑
n=1

En

(2n)!
x2n

за свако (x) у интервалу
(−π

2 < x < π
2

)

csc x =
1
x
+

1
6

x +
7

360
x3 +

31
15120

x5 +
127

604800
x7 + · · · = 1

x
+

∞

∑
n=1

2 (22n−1 − 1)Bn

(2n)!
x2n−1

за свако (x) у интервалу (−π < x < π) , при чему jе E2n 2n по реду Оjлеров броj.

Пример: Прикажимо тригонометриjску функциjу у облику бесконачног Теjло-
ровог реда, нпр. f (x) = sin x, и графички прикажимо спектар решења по усвоjе-
ном (задржаном) броjу чланова реда

sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ ... =

∞

∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n + 1)!

тражени спектар полинома коjе можемо раматрати jе бесконачан, од коjих су:
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T1 = x

T2 = x − x3

3!

T3 = x − x3

3!
+

x5

5!

T4 = x − x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!

T5 = x − x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+

x9

9!

10 5 0 5 10

5

2.5

2.5

5

T1 x( )

T2 x( )

T3 x( )

T4 x( )

T5 x( )

T7 x( )

T10 x( )

T15 x( )

x

Слика 1:

Према томе, ако узимамо само први члан реда, имамо:

sin ϕ =
∞

∑
n=0

(−1)n ϕ2n+1

(2n + 1)!
= ϕ − ϕ3

3!
+

ϕ5

5!
− ... ∼= ϕ

cos ϕ =
∞

∑
n=0

(−1)n ϕ2n

(2n)!
= 1 − ϕ2

2!
+

ϕ4

4!
− ... ∼= 1

Тако долазимо до тога да jе деформациjа мала величина, па се онда могу за-
немарити производи као и квадрати и виши степени њихових извода деформациj-
ских величина, односно за ϕ → 0 ⇒ cos ϕ → 1, sin ϕ → ϕ, ε · ϕ = 0.
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dx + du = (1 + ε)dx · cos(ϕ + dϕ) =

= (1 + ε)dx · cos ϕ︸ ︷︷ ︸
1

−dϕ sin ϕ︸ ︷︷ ︸
ϕ

= (1 + ε)dx − ϕdϕ︸︷︷︸
0

= (1 + ε)dx

dv = (1 + ε)dx · sin(ϕ + dϕ) =

= (1 + ε)dx · sin ϕ︸ ︷︷ ︸
ϕ

+dϕ cos ϕ︸ ︷︷ ︸
1

= (1 + ε)dx · ϕ + dϕ︸︷︷︸
0

= (1 + ε) · ϕ · dx =

= ϕdx + εϕ︸︷︷︸
0

dx = ϕdx

xO

y

u

v v+dv

u+du

1 dx
d

'

dx

d

dx+du

dv

.

Слика 2: Везе померања и деформациjских величина

Са сл. 2 имамо да jе

dx + du = (1 + ε)dx | : dx −→ du
dx

= ε (1)

dv = ϕdx | : dx −→ dv
dx

= ϕ (2)

κdx = −dϕ | : dx −→ dϕ

dx
= −κ (3)

Ако jе спољашње оптерећењe конзервативно сл. 3, тада jе py(1 + ε)dx = pydx,
онда су везе спољашњег оптерећења и унутрашњих пресечних сила

dH + pxdx = 0 | : dx −→ dH
dx

= −px (4)

dV + py (dx + du)︸ ︷︷ ︸
(1+ε)dx

= 0 | : dx −→ dV
dx

= −py (5)

dM − V(dx + du) + Hdv = 0 | : dx −→ dM
dx

= V − Hϕ (6)
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1 dx

dx

dx+du

dv

dxp

dxpy

dxpx

V

H

M

V+dV

H+dH

M+dM

xO

y

dxp

Слика 3: Везе спољашњег оптерећења и сила у пресецима

Ови услови равнотеже су нелинеарни због производа статичких и деформациj-
ских величина (Hϕ). Броj непознатих величина у условима равнотеже jе већи од
броjа jедначина. Унутрашње силе не могу да се одреде независно од деформациjа.
За потпуно решење потребне су jош две jедначине. Веза између пресечних сила
N, T и H, V су:

N = H cos ϕ︸ ︷︷ ︸
1

+V sin ϕ︸ ︷︷ ︸
ϕ

= H + Vϕ

T = −H sin ϕ︸ ︷︷ ︸
ϕ

+V cos ϕ︸ ︷︷ ︸
1

= −Hϕ + V

z

.
b

.

T

o

u

h Y

e

Y um

E

1

=E
=G G= E

2(1+   )

.
.

(z)

еластично

пластично

0.2%

p

vi

m

u

A

Слика 4: Везе деформациjских величина, сила у пресецима и температурe

ε =
N
EF

+ αtto =
1

EF
(H cos ϕ︸ ︷︷ ︸

1

+V sin ϕ︸ ︷︷ ︸
ϕ

) + αtt =
1

EF
(H + Vϕ) + αtt =

du
dx

(7)
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κ =
M
EI

+ αt
Δt
h

= −dϕ

dx
= −d2v

dx2 (8)

ϕT = k
T

GF
(9)

1.4 Линеаризована теориjа другог реда

У општем случаjу из (6) ниjе могуће одредити силу (H) независно од сила (V)
и момената (M) у штаповима система независно од померања и обртања.
У примерима задовољаваjуће тачно решење добиjамо ако се нормалне силе (H)
одреде по теориjи првог реда (H0) и онда као познате унесу у изразе (15) при чему
они тада постаjу линеарни па се оваj поjедностављени облик назива Линеаризо-
вана теориjа другог реда. Без обзира на то што jе проблем линеаризован он остаjе
нелинеаран због производа (H0dv). Тада важи ограничен принцип суперпозициjе
код кога се могу само суперпонирати утицаjи различитих попречних оптерећења
али при истим аксиjалним силама. Дакле, производ статичке и деформациjске ве-
личине по теориjи другог реда jеднак производу истих непознатих, где jе статичкa
непозната одређена по теориjи првог реда, односно S · v ≈ S0 · v.

dx + du = (1 + ε)dx (10)

dv = ϕdx (11)

κdx = −dϕ (12)

dH + pxdx = 0 (13)

dV + py(dx + du) = 0 (14)

dM − Vdx − V0du + H0dv = 0 (15)

ε =
N
EF

+ αtto =
1

EF
(H + V0 ϕ) + αtt (16)

κ =
M
EI

+ αt
Δt
h

(17)

Aко jе прав штап са задатим граничним условима тада се сила (H) може одре-
дити па jе решен проблем нелинеарности. За систем штапова нормалне силе не
могу се одредити без одређивања трансверзалних сила а трансверзалне силе за-
висе од момената савиjања суседнихштапова. Због тога се уместо силе (H) ставља
(H0). Aко jе и утицаj дилатациjе на величину померања мали (ε → 0) имамо

du = 0 (18)

dv = ϕdx (19)

κdx = −dϕ (20)

dH + pxdx = 0 (21)

dV + pydx = 0 (22)

dM − Vdx + H0dv = 0 (23)

κ =
M
EI

+ αt
Δt
h

(24)
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Слика 5: Рекапитулациjа jедначина теориjа првог реда – линеарна теориjа

1.5 Теориjа првог реда

Ако посматрамо прав штап и применимо уведене претпоставке, тада имамо:

du = 0 (25)

dv = ϕdx (26)

κdx = −dϕ (27)

dH + pxdx = 0 (28)

dV + pydx = 0 (29)

dM − Vdx = 0 (30)

κ =
M
EI

+ αt
Δt
h

(31)

1.5.1 Jедначина савиjања правог штапа по теориjи првог реда

Решаваjући систем диференциjалних jедначина теориjе првог реда, наjпре из
(29) делећи са (dx) налазимо,

dV
dx

= −py (32)

затим, ако диференцирамо j–ну (30) по (dx) и уврстимо у њу (32) следи

d2M
dx2 = −py (33)

Сада изразимо (M) из (8 или 31) уз вођење рачуна са (3 или 27) и уврстимо у (33)
налазимо

d2

dx2

(
−EI

dϕ

dx
− EIαt

Δt
h

)
= −py (34)
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али да би добили j–ну (34) по непознатоj (v) диференцираjмо j–ну (2 или 26) по
(dx) и уврстимо њу у j–ну (34) уз множење са (−1) обадве стране налазимо

d2

dx2

(
EI

d2v
dx2

)
= py − d2

dx2

(
EIαt

Δt
h

)
(35)

односно,
EI

d4v
dx4 = py − d2

dx2

(
EIαt

Δt
h

)
(36)

J–на (36) jе диференциjална jедначина савиjања правог штапа у равни по тео-
риjи првог реда. Ово jе линеарна диференциjална jедначина четвртог степена са
променљивим коефициjентима, не хомогена уколико постоjи трансверзално оп-
терећење и температурна промена по висини пресека. Решење jедначине су по-
мерања, а потом се могу добити обртања попречних пресека, моменти савиjања
и трансверзалне силе.

Уколико смемо да изоставимо топлоту као деjство исказано моделом темпера-
турног оптерећења, налазимо диференциjалну j-ну правог штапа по теориjи првог
реда коjу наjчешће срећемо у стручноj литератури (37).

EI
d4v
dx4 = py (37)

Решење j-не (37) je облика (38) написано по растућим степенима полинома:

v(x) = α1 + α2x + α3x2 + α4x3 + vp (38)

где jе,

vp =
py

24EI
x4

односно, по опадаjућим степенима полинома (39),

v(x) =
py

24EI
x4 + α1x3 + α2x2 + α3x + α4 (39)

Константе интеграциjе (α1, α2, α3, α4) тражимо и налазимо из граничних услова
на почетку и половини, односно на краjу штапа. За решења (38 или 39) су наj-
чешће бирани хомогени услови (или они гранични услови за коjе знамо њихову
вредност) било по померањима или обртањима, односно силама.

На краjу диференцирањем решења (38 или 39) – еластичне линиjе правог шта-
па изложеног савиjању (померања управних на осу штапа) – редом налазимо и
остале величине:

ϕ(x) =
dv(x)

dx

EI · M(x) =
dϕ(x)

dx

EI · V(x) =
dM(x)

dx

p(x) =
dV(x)

dx

(40)

——————————————————— +++ ———————————————————
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Примери

За све носаче са датим оптерећењима приказани на скицама потребно jе изве-
сти функциjе: еластичне линиjе, обртања, момената савиjања, вертикалних сила
попречних пресека дуж носача по теориjи првог реда.
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